16.1 EDO com separacdo de variaveis

d
Definicdo 16.1.1 Uma EDO de primeira ordem d_y = f(x,y) é dita separdvel se
X
floy) = g(x)-f(y) ou

dy

2 = 410) 16.1

Se f(y) # 0, equagdo (16.1) implica que

dy
W = /g(x)dx,

ou seja F(y) = G(x) +C. Se pudermos inverter F, a solugdo vai ter a forma explicita

y=9(x) =F(G(x)+C).

Note que dividindo por f(y) nos podemos perder as solugdes tais que f(y) = 0. Logo

o caso f(y) = 0 deve ser analisado separadamente (veja exemplo em baixo).

m Exemplo 16.1 Ache a solugio geral da equagio

dy _

e ©(1+y).

Solucdo. Temos g(x) =x>e f(y) =1+
1) Suponha que f(y) =14y =0, ou y = —1. E ficil ver que a fungio constante y = —1 é
solug@o.
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2) Suponha que f(y) # 0 ouy # 1, logo
d
9 /x3dx,
I+y

ou
4

X
In|1+4y| = 776
o @
ell+yl=e7 €€ =Cj-e*,com(C] > 0. Temos

4 ¥

1+y==4Cj-eT =Cy-e7, C;eR\{0}.

IS

Finalmente, resumindo os casos 1) e 2), obtemos formula para todas as solu¢des possiveis da equagdo

&
inicial (isto €, obtemos solugdo geral): y= —1+4+Cz-e7,C3 € R. D)

Obs | A forma mais geral de EDO separavel €
H(y)g2(x)dy = fi(y)g1(x)dx.
Se f1(y) # 0e g2(x) # 0, obtemos

L), [ei(x) .
J 70 ® =) em”

m Exemplo 16.2 Ache a solugfo geral da equagio
x-(1-2y)dy=y-(x—2)dx.

Solugdo. Temos g2(x) = x, f2(y) =1-2y, fi(y) =y, g1(x) = x—2. Observe que as fungdes
constantes g2(x) =x =0, fi(y) =y = 0 so solugdes.

1-2
Se x # 0, e y # 0, obtemos ydy: a
y

[ -2ay= 1=y

Inly| —2y=—-2In|x|+x+C

-2
dx, ou seja
X

portanto

€ solucdo na forma implicita. Observe que neste caso ndo podemos expressar y em termos de x
na forma explicita. Finalmente, solu¢io geral é unido das solu¢des y =0, x =0 e In|y| —2y =
—2In|x| +x+C. 3-)
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m Exemplo 16.3 Ache solucdo de PVI

Q _ycosx
dx  1+2y%
y(0)=1.

Solugdo. Note que y = 0 ndo € solugdo, logo podemos dividir a equagdo por y sem perda das
solucdes. Temos
1+2y?
Yy

dy = cosxdx

1
/(— +2y)dy = /cosxdx.
y

Entdo In|y| +y* = senx+ C. Usando y(0) = 1, obtemos In|1| + 1 = sen(0) + C, assim C = 1.
Resumindo, obtemos que
In[y| +y* = senx+ 1

€ solugdo do PVI na forma implicita. 3-)

EDO’s homogéneas
Definicdo 16.2.1 1) Uma fungido f(x,y) é homogénea, se

F(Ax,Ay) = f(x,y), 1 eR.

Seja A = )—lc, logo
fley) = £(1.2) = F(2).

X

d
2) Uma EDO d_y = f(x,y) é dita homogénea se f(x,y) for homogénea, i.e.
X

dy y
— =F(=). 16.2
dx (x) ( )
Método de resolucao de equacao homogénea (16.2): Seja z = X, entio y =z-x e — =
X

dz dz .
X- d—z + z, portanto pelo (16.2), xd—z + z = F(z). Finalmente obtemos EDO separavel
X X

dz _F(z)—z
dx x

m Exemplo 16.4 Ache a solugdo geral da equagio

dy x+y
dx x—y’
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Solugdo. Temos f(x,y) = )ﬂ Observe que
xX=y

Ax+Ay  x+y

A’ ,)’ = - - 2 ’
Flxdy) = g =10 = )
entdo f € homogénea. Além disso
Y
@ 1+ :
dx 1_2Y
X
d d dz 1
Se y = zx, assim a_ — +z, e portanto x— +z = i Logo
dx d dx 11—z

dz_ l4z—-z+22 147

xd_x_ 1—z 1z
e
dz 1 142
dx x.l—Z’
entao
1-z dx
1422 - X
Simplificando, temos
11+z22dz_ (1iz2_2(12jz) )dz_amanz_%ln““)

1
Entdo, arctanz — 2 In(1+2z%) = In|x| + C, e a solugdo geral de EDO na forma implicita tem forma

arctan (%) — % [(1 + (i)z] =In|x|+C.

5-)
16.3 EDO’s exatas
Consideremos a equagio
P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = 0. (16.3)
Suponha que existe Y(x,y) tal que
= P(x,y),
3 dy (16.4)

Fe = 0(x,y).
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Logo supondo que y é uma fung¢do de x, obtemos

dy _dy dydy dy(xyx))]
Pt e = = &
, d ) .
E fécil ver que a curva de nivel y(x,y) = C resolve a equagio M = 0. Ou seja, a
X

curva de nivel y(x,y) = C é solug@o geral na forma implicita da equagdo (16.3).
Definicdo 16.3.1 Se existir y(x,y) tal que a condigdo (16.4) seja valida, (16.3) é dita exata.
O seguinte Teorema diz quando vale (16.4).

Teorema 16.3.1 — Condi¢do de Euler. Suponha que P,Q, aP 3—% sdo continuas em A =
(a,B) x (7,06), assim
Pdx+Qdy =0
¢ uma equacgdo exata em A se, e somente se,
JP dJQ

a_y == (16.5)

em A. Isto é, existe y(x,y) tal que (16.4) vale.

Mostremos que (16.5) implica que (16.3) € exata. Suponha que 313 3 em A, logo o campo
y X
- ) . N 00 OJP,—
F = (P,Q) é conservativo (como rotF' = ((9_ — 8_) ¥ = 0) Entdo existe fung¢do potencial
X y
v (x,y) tal que
dy y
— =P, =—=0.
dx T dy Q
Seja w(x,y) = C, assim
oy dy
——dx+ —=—dy
ot gy =0

e portando Pdx + Qdy = 0 € exata.

m Exemplo 16.5 Ache a solugdo geral da equagio

(x—y)dx+ (y* —y)dy =0.

Solugdo. Observe que

op_ . 92
dy dx

portanto a condigdo de Euler vale em todo IR?. Logo EDO é exata, e existe y/(x,y) tal que

5 e
W—Q&w V¥ ox.

= —1’
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Portanto 5

wayw=/Hnwwwwo%=/@—ww%w@w=%—n&%@x

onde 4(y) é uma funcdo que depende apenas de y. Agora
3

|4 ' Yy
=) ==y —x = W)=y = h)= [Yar=Tra.
2 ¥

Assim, y(x,y) = 5w + 3 + C) e solugio geral tem forma
2 3
E — Xy + ? =C.

Observe que a solugiio é uma curva de nivel y(x,y) = C e ndo é uma funcio de 2 variaveis

v (x,y). ;=)

m Exemplo 16.6 Ache a solugdo do PVI
{ (2xseny + e*cosy)dx + (x*cosy — e“seny)dy = 0,

ﬂ®=§~

JdP JdP
Solugdo. Condigdo de Euler — = 2xcosy — e“seny = — estd verdadeira em IR?, assim existe

dy dx
v (x,y) tal que
w_,
Jdx
o _
dy Q.

Logo

v(x,y) = /de+h(y) = /(2xseny+excosy)dx+h(y) = x*seny +e*cosy +h(y).

Agora

)
a—w =x?cosy —e“seny 4+ 1 (y) = Q(x,y) = x> cos(y) — e*seny.
y

Por outro lado /' (y) = 0, assim k(y) = C,. Portanto
v(x,y) =x*seny+e*cosy = C

T
é solucdo geral. Como y(0) = e obtemos

V2 o V2
05 a5 =¢

2
eC= - Resumindo

2
x?seny +e“cosy = £

€ solugdo de PVI. ;=)



